TEMA 5: INTEGRACION

1. LA INTEGRAL INDEFINIDA

En muchos aspectos, la operacién llamada integracién que vamos a estudiar aqui es la
operacion inversa a la derivacion.

Definicién 1.1. La funcién F es una antiderivada (o primitiva) de la funcién f en el
intervalo I si F'(z) = f(x) para todo x € I.

Por lo que ambas Fy(z) = 2% + 6 y Fa(z) = 2® — 2 son antiderivadas de f(z) = 322 en
cualquier intervalo.

Teorema 1.2. Si F| y Fy son dos antiderivadas arbitrarias de f en I, entonces Fyi(x) —
Fs(x) = const. en I.

Demostracion. Por definicién de antiderivada F| = F = f en I, por lo que (F1—F)' () =0
para todo x € I. Puesto que una funcién con derivada nula en un intervalo es una funcién
constante, tenemos que Fj(x) — Fa(x) = const. O

Corolario 1.3. Si F' es una de las antiderivadas de f en I, y G es otra antiderivada de la
funcion f en I entonces G tiene la forma G(x) = F(z) + C, donde C es una constante.

Definicion 1.4. El conjunto de todas las antiderivadas de la funcién f en el intervalo I es
llamado la integral indefinida de f en I, y es denotado por

/f(ac) dx.

Observemos que por el Corolario 1.3, [ f(z)dz = F(z) + C, donde F es una de las
antiderivadas de f en I, y C es una constante arbitraria. A menudo el simbolo [ f(z)dx
denota no el conjunto de todas las antiderivadas sino cualquiera de ellas.

1.1. Propiedades de la Integral Indefinida.
1. [F'(z)dz = F(z)+ C;
2. Sean f, g funciones cualesquiera y a, b constantes, [(af(z)+bg(x))dx =a [ f(z)dx+

b [g(x)dx

1.2. Reglas basicas de Integracién.

1. /Odfn:C;

2. /1dm:x+C'

3. [ z%dx = +C (a #—1);

a—|—1

/
4/‘? mjz|+C  (z£0);
foi

d ——{—C’ (0<a7él),/e$dx:e$—|—0;

Ina

D.
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6. /sma:dac——cosac—i—C
7. /cosacdx—smx—i—C
8/ o dx =tanz + C (a:;éz—kkw,kentero);
CcoS 2
9. = arcsinx + C —l<ax<l)
/\/1—:1:2 ( )
10/ = arctanz + C.
1+ 22

1.3. Integracién con Cambio de Variable. A veces la tarea de encontrar la integral
f(z)dz se simplifica a través de un cambio de variable x = ¢(t). La férmula de cambio

de variable en una integral indefinida es

f(z)dx = [ fle®)y'(t)dt
/ War| / ()¢ (1)

Ejemplo 1.5. Hallar /tanxdw.

SOLUCION: Sea t = cosz. Entonces dt = —sinx dz. Asi, por la férmula de cambio de
variable
sinx dt
/tan:rdx—/ dx——/——ln\t\+C——ln\cosx]+C.
cosx t

Ejemplo 1.6. Hallar /\/235 —1ldx.
SOLUCION: Sea t = 2z — 1. Entonces dt = 2dz. Por lo que,

1 1 1¢3/2 1
27 — 1dx = - == [ Y2 L = —¢3/2 =2z -1)%24+C.
/\/de 2/\/Zdt 2/t dt = 23/2+0 3t +C=@e-1+C

Ejemplo 1.7. Hallar /x\/2:1: — ldx.

SOLUCION: Sea t = 2z — 1. Entonces dt = 2dx. Ademés, x = (1 + t)/2. Aplicando la
férmula de cambio de variable, tenemos

/x\/ﬁdx: 1/(1+t)t1/2dt: 1/t1/2+t3/2dt: E (WJFW) +C
4 4 4\3/2 " 52
= g(2x —1)%2 4 2(2:): —1)*2 4 C.
Ejemplo 1.8. Hallar /h;xd
SOLUCION: Sea ¢t = Inx. Entonces dt = dz/z y

1 1 1
/m :/tdt:2t2+0:2(lnm)2+0.
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Ejemplo 1.9. Hallar /me‘x2 dx.

SOLUCION: Sea t = x2. Entonces dt = 2zdz y

1 1 1
/xer dr = 2/et dt = —ie*t +C = —ie*ﬁ + C.

1.4. Integracién por partes. Para funciones derivables u y v tenemos que (uv) =
uv’ 4+ vu’. Tomando integrales y dado que [(uv)'(z)dz = u(z)v(x), tenemos

l/wmu@ﬁm:u@w@yi/m@w@m%

Esta relacién es conocida como la formula de integracion por partes. Usando las identifica-
ciones u'(x) dr = du y v'(x) dz = dv podemos escribir esta férmula como

/udv:uv—/vdu.

Ejemplo 1.10. Hallar /azew dx.

SOLUCION: Sea u = z y dv = €® dx. Entonces du = dzx y v = e*. Por lo que
/ace””dac:ace:C —/exdm:ex(x— 1)+ C.

Ejemplo 1.11. Hallar /x2 Inzdz.

SOLUCION: Sea u = Inx y dv = 22 dz. Observemos que du = dx/x y v = 23 /3. Entonces,
usando la férmula de integracién por partes, tenemos

3 3 3 3
2 _ N[ N _ L2 7Y _ 1
/x lnxdm-lnx<3> /Bxd:c—ln:c<3> 3/:13 dx—ln:c<3> 93: + C.

Ejemplo 1.12. Hallar /arctanxdw.

SOLUCION: Sea u = arctanx y dv = dx. Entonces du = dx/(1 + 22) y v = z. Por lo que

T
arctanx dxr = xrarctanx — dz.
1+ 22

Ahora, observemos que usando el cambio de variable t = 22 tenemos dt = 2z dz, de este
modo

x 1 [ 1 1 1
/1+ﬂdx 2/1+tﬁ sIfl 4t +C=gn(1+a%)+C

Conectando este valor a la expresion anterior, obtenemos finalmente que

1
/arctana:da: = xarctanz — 3 In(1+2?) +C.
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Ejemplo 1.13. Hallar /w2 sinx dx.

SOLUCION: Sea u = 22 y dv = sinz dz. Entonces du = 2xdr y v = — cos x. Asi
/xQ sinz dr = —2% cosz + Q/xcosxdx.

Aplicando de nuevo la integracién por partes a la segunda integral, u = x y dv = cosz dx
tenemos que du = dx y v = sinx, por lo que

/xcosxdm =zsinx — /sinxdx =gzsinz + cosz + C.
Conectando este valor a la expresion anterior, obtenemos finalmente que

/w%inxdm = —z?cosz + 2xsinz + 2cosz + C.

P,(z)

Qm(z)’
donde P, y @y, son plinomios de grado n y m, respectivamente. Si n > m la fraccién es
impropia y puede ser representada por

Py(z) . Ry(z)
Q) TG Gy

donde el grado del polinomio R es k < m. Por lo que la integraciéon de una fraccién
impropia puede ser reducida a la integraciéon de una fraccién propia

Pux) | o [Bue)
/ On(2) dm‘/ Prom(@)de [5Gy 4

D 1

Puesto que la divisién de los polinomios es

1.5. Integracién de Funciones Racionales. Una funcién racional es de la forma

Ejemplo 1.14.

24224z 1 1
=z -
241 2 +1
Asi
3 2
1
/w dx = 5(3: +1)? — arctanz + C.
Pu(z) y .
Teorema 1.15. Supongamos que Om(@) es una fraccion propia (n < m) y que
m(z
Qula) = (@ — a)(w —b)--- (& — d).
Entonces existen constantes A, B, ..., D tal que
P, (x A B D
nl2) _ + +

Qm(®) z—a x-0b x—d
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Una consecuencia importante es que para una fraccién propia que satisface la condicién
del teorema, tenemos

P, (x) B A B D
Qm(x)dx—/x_adx+/$_bdx+"'+/x_ddx

=Aln|z —a|+Bln|lz—b/+---+Dln|z —d|+ C.

1
Ejemplo 1.16. Hallar /dm.
2 -5z 46
SoLUCION: Notemos que 22 — 52 + 6 = (v — 3)(z — 2). Entonces
1 A N B A(x—2)+ B(x—3)
(r—=3)(z—-2) z2-3 x-2  (z—3)(z—2)
donde 1 = A(x — 2) + B(x — 3) es llamada ecuacién bdsica. Para hallar los valores de A y
B hacemos x = 2 en la ecuacién basica y obtenemos que 1 = —B, por tanto, B = —1y

haciendo x = 3 obtenemos A = 1. De aqui que
1

2. LA INTEGRAL DEFINIDA

Definicion 2.1. La integral definida de una funcién continua no-negativa f en el intervalo
I = [a,b] es el drea, A, de la regién limitada por la gréfica de f, el eje =, y las rectas
verticales x = a y * = b. La integral definida viene dada por

/abf(a:)dx:A

1
Ejemplo 2.2. Si f(z) = 1 — z, entonces / f(z)dx = 1/2, puesto que la regién bajo la
0
grafica de f, limitada por z = 0, z = 1 es el tridngulo rectdngulo con édrea 1/2.

Definicién 2.3. La integral definida de una funcién continua no-positiva f en el intervalo
I = [a,b] es el drea de la regién limitada por la grafica de —f, el eje z, y las rectas verticales

r = a, x = b. Por lo que,
b
[ #aydo= -

Es sencillo definir la integral definida de una funcién que cambia de signo en el intervalo
[a,b]. A modo de ejemplo, supongamos que f es continua en [a, b] y satisface f > 0 en [a, ],
f < 0en [cb]. Entonces la integral definida de f en [a, b] es la diferencia de las dreas

/abf(ﬂs)dx:A[a,c]—A[c,b]:/acf(x)da:—/ — dx_/f dx—l—/f ) da

(ver Propiedad (4) abajo).

Situaciones méas complejas pueden ser tratadas de manera similar.
2
Ejemplo 2.4 (Ejemplo 2.2, continuacién). Si f(z) = 1 — x, entonces / f(z)dx =0, ya
0

1 2
que sabemos que / fle)de =1/2y / (—f)(z)dx = —1/2. Este dltimo es debido a que
0 1
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la regién limitada por —f entre x = 1 y x = 2 es de nuevo un tridngulo rectangulo de area
1/2.

2.1. Propiedades de la integral definida. En lo que sigue f y g son funciones conti-
nuas en [a,b] y «, 5 € R.

1/f )dzx = 0;
./Gf(x)da::—/baf(a:)da:
./abozf(:n)+ﬁg(x dmza/bfaz dm+ﬁ/b

4. Para cualquier ¢ € [a, b], /f d:v—/f dac—i—/f

[\)

w

5. Si f(x) > g(x) en [a,b], entonces/ f(z)dx >/ g(x)dz.

a
3. REGLA DE BARROW
En esta seccién mostramos la conexion entre areas y antiderivadas.

Definicién 3.1. Sea la funcién f continua en el intervalo [a, b]. La funcién

x):/xf(t)dt (a<z<b)

se dice que es una integral con limite superior variable.
Teorema 3.2 (Teorema Fundamental del Célculo Integral). Si la funcion f es continua en
X

el intervalo [a,b], entonces la funcion F(z) = f(t)dt es una antiderivada de f en [a,b].

Dicho de otra manera, el teorema establece que

([ swa) = s,

Teorema 3.3 (Regla de Barrow). Si la funcion f es continua en el intervalo [a, b], entonces

/f G(b) - Gla),

donde G es una antiderivada de f en [a,b].

Demostracion. Sea G una antiderivada arbitraria de f en [a,b]. Entonces, por el Teorema

1.2, G — F es constante en [a, b], dado que F(z f f(x)dx, es también una antiderivada

de f. En consecuencia, G(a) — F(a) = G(b) — F(b), o
b a b
G(b) — G(a) = F(b) — F(a) = / f(z)dx —/ flx)dx = / f(z)dx

La mayoria de las veces vamos a escribir G(b) — G(a) como G(x)]Z
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3.1. El area de una region plana. Dada una funcién continua f, el drea de la regién
limitada por la curva y = f(z), el eje OX y las rectas verticales t =ay x = b es

A=/ab\f(w)\drv-

Ejemplo 3.4 (Ejemplo 2.4, continuacién). El area de la regién limitada por y = 1 — = en
el intervalo [0, 2] es

: ! 2 11
A_/‘l_x‘dw_/(l—x)dx—i—/ —(l—-2)dr==+-=1.
0 0 1 2 2

Supongamos que una regién plana estd limitada por las curvas continuas y = f(z),
y=g(x), a <x <b,donde g(z) < f(z), y las rectas verticales z = a y x = b (las rectas
pueden degenerar en un punto). Entonces el drea de la region es

b
A= [ (1) - g(a)) da.

Ejemplo 3.5. Hallar el 4rea de la regién limitada por las curvas y = 23, y = 22 — 2 en el
intervalo [0, 1].
SOLUCION: Las curvas se cortan en un punto. Resolviendo la ecuacién z® = z? — z,

encontramos la abscisa del punto, x = 0. Por lo tanto una de las curvas se mantiene por
encima de la otra en todo el intervalo. Para saber cual de las curvas estd por encima,
simplemente sustituimos en 2% — 22 + x un valor arbitrario del intervalo; para x = 1/2
tenemos que z3 — x2 + .T’x:]_/g = 0,375 > 0, asf 2% estd por encima de 22 — x en [0,1]. El

area es
1
1 1 1 5
=|l-—=-+=-]-0=—.
0 (4 3+2> 12

zt 2% 2P

1
A—/O xg—(a:z—x)dxzz—§+?

Ejemplo 3.6. Hallar el drea de la regién limitada por las graficas de las funciones f(z) =
2 -2, g(x) =2x.
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SOLUCION: Las graficas de las funciones se cortan en dos puntos. Resolviendo la ecuacién
2 — 22 = z encontramos que los puntos de corte son z = —2, x = 1. Por tanto, una de las
curvas se mantiene por encima de la otra en el intervalo [—2, 1]. De nuevo, para saber cuél
de las graficas estd por encima, simplemente sustituimos en 2 — 22 = 2 un valor arbitrario
del intervalo [—2,1]; para = 0 tenemos que 2 — 22 — x|,—g = 2 > 0, de modo que 2 — z?

estd por encima de z en [—2,1]. El 4rea es
1 3 21
x T 1 1 8 9
A= 2-2?—pdr=220—" —"—| =(2-=-2)—(-4+--2)=".
Jurmemmema g = (mama) - () =

L 3




